CLUB DE FISICA
UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA

Derivacié Formal del Principi d’Incertesa
de Heisenberg mitjancant la Desigualtat
de Cauchy-Schwarz
Desenvolupament rigords del principi d’incertesa a partir dels

fonaments axiomatics de la mecanica quantica i les propietats
geometriques dels productes escalars.

Projecte del “Club de Fisica”

Autor:
Roger Garcia Sirerol

19 de maig de 2025



Desigualtat de Cauchy—Schwarz

Sigui V' un espai vectorial sobre el cos dels nombres reals o complexos, amb un producte
escalar definit (-,-) : V' x V — R o C. Per a qualsevols vectors u,v € V| la desigualtat de
Cauchy—Schwarz estableix que:

[{w, v)[ < [luf - [v]

On [(u, V)| és el producte intern o producte escalar, que en R" és:

n
[(u,v)| = ZuZ x
i=1

El producte intern (u, u) estara definit diferent en cada espai.
La norma || - || esta definida a partir del producte intern com:

[ufl == v/ (u, w)

Equivalentment la desigualtat funciona al quadrat, de fet ve del quadrat perd és més tutil
havent fet ’arrel als dos costats.

[(u, V) < [(u,w)] - [{v, V)]

Demostracio



Per arribar al principi d’incertesa, necesitem veure en que es sustenta la mecanica quantica
i la definici6 d’espai de Hilbert, per tal de després veure com trobem el principi d’incertesa
com un cas concret de la desigualtat amb uns vectors concrets.

Postulats fonamentals de la mecanica quantica

La mecanica quantica es fonamenta en quatre principis basics que defineixen 'estructura
matematica dels sistemes fisics i el seu comportament dinamic:

e Postulat 1: Espai d’estats. A tot sistema fisic li correspon un espai de Hilbert
complex H. L’estat del sistema es representa mitjangant un vector unitari ¢» € H, és a
dir, ¢ = 1. Dues funcions d’ona que difereixen només en una fase global representen el
mateix estat fisic.

e Postulat 2: Observables. A cada magnitud fisica observable se li associa un operador
lineal autoadjunt A sobre H. Els valors propis reals de A representen els possibles
resultats de les mesures d’aquesta magnitud.

e Postulat 3: Mesura. Si el sistema es troba en l'estat 1, la probabilitat d’obtenir
el valor propi a en una mesura de 'observable A és |6a1|?, on ¢, és un vector propi
normalitzat associat a a. Immediatament després de la mesura, l’estat del sistema
col-lapsa a ¢,.

e Postulat 4: Evoluci6é temporal. L’evolucié temporal d'un sistema aillat esta gover-
nada per I'equacié de Schrodinger:

L d ~
i u(t) = Hu(b)

on H és 'hamiltonia del sistema, un operador autoadjunt que representa ’energia total.

Espai de Hilbert

Per arribar al principi d’incertesa, necesitem veure com s’aplica la desigualtat a un espai de
Hilbert, que podem definir aixi:
Un espai de Hilbert H és un espai vectorial complex dotat d’un producte escalar

(1) HxH—C

que satisfa les propietats segiients:

1. Conjugacié hermitica: (1)|¢) = (¢|Y)) per a tot 1, ¢ € H,

2. Linealitat en el segon argument: (|ad; + bpa) = a(|p1) + b{Y|de),



3. Positivitat: (¢|¢) > 0, amb igualtat si i només si ¢ = 0.

Aquest producte escalar defineix una norma per a cada vector:

[0l = v {¥l),

i 'espai és complet respecte a aquesta norma, és a dir, tota successié de Cauchy de vectors
de H convergeix a un limit dins de H.

Ara doncs, anem a aplicar la desigualtat de Cauchy-Swarz en un espai de Hilbert, on els
nostres vectors son [1)) i |¢) aleshores, tenim que la nostra inequacio6 sera:

(Lo} * < (¥lv){(glo)

Ara doncs, anem a veure com s’arriba amb aixo al principi d’incertesa.

Primer veient la definici6é de la incertesa d’un observable

La incertesa d’un observable

La incertesa AA d’un observable A en un estat quantic [¢)) es defineix com la desviacio
esandard respecte el valor esperat de A:

AA = \JHA= (A)7.

On el valor esperat (A) és:

(4) = pAY.

Com s’arriba doncs al principi d’incertesa

Els operadors posici6é & i moment p son:

p=i(e) | b= —ih ()

Definim, en base als dos operadors els vectors segiients:

|02) = (@ = {@))[¥)  [dp) = (D= D))

On recordem que:

(&) = (Wlaf) = / " (@) o (o) do

(%) := esperanca del valor de I'observable x a l'estat |1)
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I clarament, igual per p, amb el canvi que 'operador en si és diferent:

(B) = (Wlpl) = / ¥z (—m )@Zf(x)da;

Apliquem doncs als nostres dos vectors |¢z) 1 |¢5) la desigualtat de Cauchy-Schwarz:

[(D2]dp)|? < (Dzlda) (sl dp)

Veiem ara que:

(Pz|dz) = (Ax)Q

(Paloz) = (WI(2 — (2))'(2 — (@)|v) = @I — (2)))*]¥) = (Az)*

I equivalentment per p

(¢pldp) = (Ap)®

Aixi doncs:

(P2l |* < (Az)* - (Ap)*

Aleshores, anem a veure que és el terme [(dz|¢;)[?



Deducci6 formal de la relacié de commutacio [z, p| = ih

Considerem els operadors de posicié i moment aplicats a una funci6 arbitraria ¢ (z):

d
t=ay(e) . p=—ih—u()

El commutador entre dos operadors qualsevols és:

[A,B] = AB — BA

Aixi doncs, aplicat als nostrs operadors i a la nostra funcio:

Primer, calculem els dos termes per separat:
() = & (—ih-ip(a) ) = —iha-=y(c)
zpY(z) =2 | —th—y(x) | = —ihex—
b dx dx

piri(z) = —ih - (e(a)) = —in (w<x> ' xd%wx))

Per tant, el commutador aplicat sobre 1(x) és:
= o " B - d - d
pl6(0) = (o) — pita) = (it o)) = (=i (vlo) +o0(e)) )
Els termes ihxd%zﬁ(x) s’ens cancelen i veiem que ens queda:
. 10(2) = i () + iha () + i) = i)

&, ply () = ihy(x)

Com que aixo és cert per a qualsevol funcid ¢ (x), tenim la igualtat d’operadors:

AN

['T?p] =1h




Conclusions Finals
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