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Resum

En aquest treball analitzem la levitacié dels anells metal-lics sota un camp magnétic altern.
Primer considerem un model resistiu simple que prediu for¢a mitjana nul-la, contradictoria
amb 'experiment. Per aixo, introduim 'autoinductancia, que genera un desfasament entre
fem i corrent, essencial per obtenir una for¢a mitjana positiva que explica la levitaci6. També
estudiem la dependéncia espacial de la inductancia i resisténcia, i la dinamica del moviment
de l'anell, oferint un model matematic complet que reflecteix el fenomen real.



Introduccio

La levitacio i el salt dels anells metal-lics sotmesos a camps magnétics alterns constitueixen
un exemple paradigmatic de la llei de Faraday—Lenz. A primera vista podria semblar que,
en variar periodicament tant el camp magnétic extern B(t) com la corrent induida I(t), la
forga electromagnética mitjana s’anul-la i, per tant, I’anell romandria en repos. L’experiment,
pero, mostra el contrari: ’anell s’eleva i sovint surt projectat.

La ra¢ fonamental és la desincronitzacié (desfasament) entre la f.e.m. induida i la cor-
rent generada dins ’anell, un efecte inevitable quan es té en compte la seva autoinductancia.
Aquest desfasament trenca la simetria temporal i introdueix una component de for¢a mit-
jana positiva capag de véncer la gravetat.

En aquest estudi desenvolupem models fisics i matematics per entendre i quantificar
aquest fenomen. Primer tractem un model simplificat on ’anell es considera una simple resis-
téncia, per a després introduir la inductancia i les seves implicacions dinamiques. Finalment,
incorporem la dependéncia espacial i el moviment de I'anell per tal d’explicar completament
la seva levitacio.



Model simplificat: anell com a resisténcia pura

(L=0)

En aquest apartat, considerem un model inicial i simplificat en qué I’anell metal-lic es tracta
com un circuit resistiu pur, és a dir, sense inductancia (L = 0). Aquest model és 1til com a
punt de partida per comprendre les limitacions d’una aproximacié molt basica i per contrastar
amb els resultats experimentals.

2.1. Descripci6 fisica i formulaci6
Suposem que la bobina genera un camp magnétic variable en el temps, d’intensitat:

B(t) = By sin(wt)

on By és I'amplitud maxima del camp i w = 27 f és la pulsacié corresponent a la freqiiéncia
f del corrent altern.
Aquest camp magnétic genera un flux magnétic ®(t) a través de 'anell conductor:

O (t) = Bsin(wt)

on B és el flux maxim a través de l'anell, que depén tant de 'amplitud del camp com de
la geometria de ’anell i la distribuci6 espacial del camp. Segons la llei de Faraday, la fem
induida a l’anell és la taxa de canvi temporal negativa del flux:

dd

E(t) = —— = —Bw cos(wt)

2.2. Corrent induit en el model resistiu

Si considerem que I’anell no té inductancia (és a dir, L = 0), el circuit eléctric induit es pot
modelar només amb una resisténcia R. El corrent que circula a I’anell sera, per la llei d’Ohm:
E(t) Bw

I(t) = = =R cos(wt)

Aquest corrent esta en fase amb la fem, pero amb un canvi de signe de 180°, com indica el
factor negatiu.



2.3. Forca electromagnética instantania

Per simplificar I’analisi, suposem que la forga electromagnética F(t) que rep l'anell és pro-
porcional al producte entre el corrent induit i el camp magnétic en aquell instant:
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Fisicament, aix0 representa la interacci6 entre el corrent induit que genera un camp magnetic
propi i el camp extern aplicat.

F(t) < I(t)- B(t) = —B—; cos(wt) - By sin(wt) = — cos(wt) sin(wt)

2.4. Calcul de la forca electromagnética mitjana

Volem determinar la for¢a mitjana durant un periode complet 17" = 27” La mitjana es defineix
com:

1 [ BwBy 1 [
(F) =7 /0 F(tyt = ~2220 /0 cos(wt) sin(wt)dt
Fent el canvi de variable § = wt, la integral es transforma en:
BwB 2 BwBy, 1 [*"
(F) = — it e cos Osin 0df = — 20— cos 6 sin 6df
R 2nw J, R 2 J,

La integral trigonométrica es resol aixi:

27 1 9 27
/ sin(20)d6 = ~ {—COS( 9>] =0
; 2 2,

2
/ cos 0 sin 8d0 =
0
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Per tant:

(F) =0

2.5. Interpretaci6 i limitacions

Aquest resultat matematic implica que, en el model on I’anell és només una resisténcia (sense
inductancia), la forca electromagnética mitjana és nul-la. Aixo significa que, segons aquest
model, I'anell no hauria d’experimentar cap forca neta que el faci levitar o saltar, cosa que
contradiu clarament les observacions experimentals. Aquesta discrepancia mostra que el
model resistiu és massa simplista i no capta la fisica completa del problema.

En resum: el model resistiu simple prediu for¢a mitjana zero, per aixo és necessari incorporar
la inductancia per explicar el fenomen fisic observat, que és el que farem a l'apartat segiient.



Model amb autoinductancia (L > 0)

En aquest apartat considerem un model més realista per a ’anell metal-lic, on s’inclou no
només la resisténcia R, sin6é també la inductancia propia L. Aix0 és essencial perque 'anell
és un conductor amb un circuit tancat i genera un camp magneétic propi associat al corrent
que circula, cosa que afecta tant la intensitat com la fase del corrent induit.

3.1. Equaci6 del circuit R-L

L’equaci6 diferencial que regeix el corrent induit I(¢) és la classica d’un circuit resistiu-
inductiu alimentat per una fem variable &(t):

Et) = L% + RI(t)

On:

e [ és ’autoinductancia de l'anell, mesura de la seva capacitat d’emmagatzemar energia
magneética.

e R és la resisténcia eléctrica de 'anell.

e £(t) és la fem induida, originada pel canvi de flux magnétic.

3.2. Fem induida per la llei de Faraday

Considerem la mateixa fem sinusoidal que en el model resistiu:

E(t) = —% = —Buw cos(wt)

on B representa el flux maxim que travessa l'anell, i w = 27 f la pulsacio.
3.3. Solucié de la corrent induida
Busquem una soluci6 sinusoidal per a I(t) de la forma:

I(t) = Iy cos(wt — @)

on Iy és 'amplitud maxima del corrent i ¢ és el desfasament respecte la fem.
Substituim aquesta expressio i la de £(t) en I'equacio del circuit:



—Bw cos(wt) = L% (I cos(wt — ¢)) + Rl cos(wt — ¢)

Calculant la derivada:

d :
7 cos(wt — ¢) = —wsin(wt — @)

La substitucié dona:

—Bw cos(wt) = —Lwlysin(wt — ¢) + Rl cos(wt — ¢)

3.4. Desfasament i amplitud

Expressant els termes trigonomeétrics:

cos(wt — @) = cos ¢ coswt + sin ¢ sin wt
sin(wt — ¢) = sinwt cos ¢ — cos wt sin ¢

Reagrupant per les funcions base coswt i sinwt, obtenim:

—Bw coswt = Iy [(Lwsin ¢ + R cos ¢) coswt + (Rsin ¢ — Lw cos ¢) sin wt]

Perqueé la igualtat sigui certa per a tot t, els coeficients de coswt i sinwt han de ser iguals
respectivament:

—Bw = Iy(Lwsin ¢ + R cos ¢)
0 = Ip(Rsin¢ — Lwcos ¢)

La segona expressié proporciona el desfasament:

L
RSingf): Lwcos¢ = tangb: fw

Amb aquest ¢, la primera equacié permet determinar I’amplitud:

Bw

Nz

Iy =

3.5. Interpretacio fisica del desfasament

Aquest desfasament ¢ representa el retard del corrent respecte la fem a causa de efecte
inductiu, que fa que el corrent no sigui simplement proporcional a la fem sindé que també
estigui desfasada en el temps. Aquest fet és clau per generar una forca electromagnética
mitjana no nul-la.



3.6. Calcul de la forca electromagnética mitjana

La forga instantania que actua sobre I'anell és proporcional al producte del corrent i el camp
magnetic:

F(t) o< I(t)B(t) = 1yBy cos(wt — ¢) sin(wt)

La forca mitjana sobre un periode complet T = %” és:
1 [T
(F) = T/ Iy By cos(wt — ¢) sin(wt)dt

0

Fent el canvi 0 = wt:
IBy [*7 :
(F) = cos(f — ¢) sin(0)do
2 Jo

Utilitzant la identitat trigonomeétrica:

cos(f — @) = cosf cos ¢ + sin O sin ¢

la integral es separa en:

-[OBO 27 . ‘ 27 oy
(F) = Cos ¢ cos 6sin 0df + sin ¢ sin® 6df
2w 0 0

On sabem que:

2 2
/ cos @ sin6df = 0, / sin®0df =
0 0

Per tant:
IyB
(F) = 02 0 sin ¢
. . . . . _ Lw .
Substituint les expressions de I i sin ¢ = —\/m.
BB(]LCU2

) R (e




Model avancat: inductancia i resisténcia variables
1 dinamica mecanica

4.1. Motivaci6 i visi6é global

Els models resistiu i R-L tractats als apartats anteriors serveixen per comprendre la qualitat
del fenomen (la necessitat de desfasament entre B i ). Tot i aixi, fallen quan volem predir
quantitativament la trajectoria real de I’anell o la seva alcada d’equilibri. El motiu és que,
en la practica, la mateixa preséncia de ’anell altera el camp magnétic que el genera: a cada
nova posicié canvia el flux, i per tant canvien la inductancia L i la resisténcia ohmica efectiva
R. A més, la forga que experimenta ’anell depén fortament de la interaccid instantania entre
camp, corrent, velocitat i energia magnética. Per capturar aquesta retroalimentaci6é cal un
model acoblat eléctric-mecanic amb parametres espacials.

4.2. Dependéncia espacial de L(z) i R(x)

1. Inductancia L(x). Quan l'anell és proper al nucli de la bobina, la major part de les
linies de camp magnétic el travessen i la inductancia total del circuit “bobina + anell” és
elevada. En pujar 'anell, el flux encastat dins la seva superficie disminueix—i, amb ell,
L. En molts experiments reals, L(x) es pot aproximar amb una funcié decreixent suau,
per exemple una llei exponencial o rati fraccional del tipus L(x)= Ly [1 +Gexp(—z/ )\)} ,
on A és la longitud caracteristica del camp.

2. Resisténcia R(x). De forma semblant, la resisténcia efectiva no és estrictament cons-
tant:

e El cami del corrent de Foucault canvia lleugerament amb la distribuci6 de B; aixo
modifica 'inductancia de fuga i —per efecte de pell— la resisténcia aparent.

e L’anell s’escalfa per pérdues I2R. La resistivitat de ’alumini creix linealment amb
la temperatura (poc 1+ 0,004 AT), de manera que R augmenta a mesura que el
metall s’escalfa. Com que I'escalfament mateix depén de la distancia (camp més
fort = pérdues més grans), R hereta també una dependéncia espacial eficag.

En simulacions, és habitual emparellar aquests dos efectes dins un tinic terme tabulat
R(z) obtingut experimentalment o amb simulacié d’eddy currents.



4.3. Equacié del circuit amb parametres variables

Partim de la forma diferencial de la llei de Faraday aplicada al circuit format per I'anell
(circuit secundari):

E(t) = L(z(1)) o + R(z(t)) 1(t) + 1(t) fl—i Z—f (1)

Interpretaci6é terme a terme

o L(z)I: tensi6 autoinductiva “estatica”. Si L fos constant, aquest seria I'inic terme
induectiu.

e R(z)I: caiguda ohmica; absorbeix la dissipaci6 instantania Pr = I*R.

e [ L/(r)i: tensi6 electromotriu de moviment. Es conseqiiéncia directa de la regla

de la cadena:
d

dt
Representa la manera com el sistema eléctric “nota” el desplagament mecanic: un can-
vi d’inductancia genera una fem que s’oposa al moviment—equivalent al corrent de
Foucault de Lenz.

[L(x)]) =LI1+1L(x)i.

4.4. Energia magnética i forca electromagnética
L’energia emmagatzemada al camp és

Upn(, ) = %L(:c) ().

La derivada negativa respecte de la coordenada x dona la forca generalitzada que actua sobre
Ianelllt

_m 1
ox 3 (%)

dL

F(z,t) = —

(2)

Direccié i signe de la forga

1. Si L'(z) < 0 (inductancia decreixent amb l’altura), aleshores F' > 0 i la forca és cap
amunt: Panell és empenyat a la regié on el camp és més intens (mantenir 'energia).

2. Si L'(z) > 0 (molt poc freqiient a la configuracié habitual) obtindriem una forca de
retenci6 o “clau” magnética, no un impuls de llancament.

!Estrictament, si el camp no és unidimensional cal prendre el gradient de U,, respecte a la trajectoria.



Aquesta expressio és coherent amb el terme dinamic de 'equacio (1): multiplicant (2) per
la velocitat @ s’obté el flux de poténcia mecanica —% I? ' (z) &, exactament oposat al terme
I L' & de la poténcia eléctrica, tancant el balang d’energia:

Pue =EI=LIT+RI*+ I*L'(x)i.
——

- —Pmec

4.5. Dinamica mecanica acoblada
El moviment vertical de 'anell (massa m) segueix la segona llei de Newton:

mi = F(z,t) —mg, on F ve de (2).

Aixi, el sistema complet ve descrit pel conjunt d’E.D.O.:

T =,
; :—%IQL’x)—mg
m )
i &) - R(x)I — 1L (x)v
\ L(x) '

Es tracta d'un sistema no lineal de tercer ordre (coupled electromechanical), amb fonts
E(t) de freqiiéncia de xarxa (50 Hz) o, en laboratoris, fins a 400 Hz per maximitzar 1'efecte
pel-licular.

4.6. Analisi qualitativa dels régims de funcionament

1. Régim transitori d’encesa Quan s’aplica £(t) (temps ¢t = 0), la magnitud de I és
maxima i el terme —%I 2L/(x) pot assolir valors prou grans per donar un impuls vertical que
fa “saltar” I'anell. Sovint la velocitat aconsegueix uns quants metres per segon en menys d’un

periode AC.

2. Levitacié quasiestable En alcada intermitja z.q, el valor mitja sobre molts cicles
compleix (F') = mg. Aquest equilibri és dinamic, ja que F'(z,t) oscil-la 2w vegades per cicle;
aixi i tot, la resposta mecanica, molt més lenta (fy ~ 10-30 Hz), lisa l'oscil-lacié i manté
'anell en suspensio. La fase entre I i B és essencial: petits canvis de desfasament (Ay ~ 5°)
poden fer variar (F) més d'un 20 %.

3. Descens per escalfament El corrent induit dissipa calor (pérdues I2R). Quan la
temperatura puja, R(z) creix, I minva, F oc I? baixa i Panell cau fins que la nova (F)
torna a igualar mg. Aquesta retroaccidé explica per qué, després d'uns segons, l'anell sol
estabilitzar-se a una alcada lleugerament menor que la del punt algid inicial.
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4.7. Estratégies de simulacié6 numerica

1. Caracteritzacio empirica
Mesura experimental de L(x) i R(x) col-locant I'anell en posicions fixes i injectant
corrents de prova de baixa freqiiéncia. S’ajusten polinomis o splines (tipus Akima) per
evitar soroll.

2. Integrador de Runge-Kutta 4/5
Escollir pas h < 1/2000fac (p.ex. h = 107° s per 50 Hz) garanteix que es capturen
correctament tant la portadora eléctrica com la dinamica mecanica.

3. Coupling amb camp 2D /3D
Per a més precisio, L(z) i R(x) poden ser actualitzats a cada pas amb un solver de
camp quasiestacionari (FEMM, COMSOL) girat en axisimetria.

4.8. Validacié experimental

e Trajectoria: camera d’alta velocitat (>1000 fps) + TRACKER per extreure z(t). Com-
pareu amb la integrada de (1) i ajusteu L(z), R(x) fins a aconseguir <5 % d’error.

e Corrent d’anell: sonda Hall diferencial al conductor de la bobina; filtrat passa-baix
per aillar la component de 50 Hz que és transferida a 1’anell.

e Temperatura: termoparell tipus K soldat a la cara interna de l'anell + emissivitat
calibrada amb camera infraroja.

4.9. Conclusions del model avancat

El terme addicional I L'(z) v de I'equaci6 del circuit (x) i la forca derivada —3I?L'(z) (*x)
constitueixen dues manifestacions complementaries d’un mateix principi de conservacio: tota
variaci6 d’energia magnética que no es dissipa com calor es converteix en treball mecanic (i
viceversa). Només considerant aquesta doble dependéncia (eléctrica i mecanica) és possible
predir—amb precisié d’enginyeria—el salt inicial, ’alcada de sustentacio, i la desacceleracio
térmica observades al classic experiment d’anell de Thomson.
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Conclusions Finals

La trajectoria intel-lectual que hem recorregut —des del model excessivament simplificat
on la resisténcia és 1'inic element fins al model electrodinamic complet amb parametres
dependents de la posicid i retroaccié térmica— il-lustra amb claredat una maxima de la
metodologia cientifica: quan teoria i experiment xoquen, el progrés s’assoleix incorporant el
mecanisme fisic que falta i verificant de nou la prediccio.

1. El punt de partida: el model resistiu

Assumir una inductancia zero (L = 0) és legitim com a exercici introductori, perd condueix
inexorablement a una forga mitjana nulla (F) = 0. La contradicci6 amb la realitat —on
I’anell salta i fins i tot levita— és immediata i serveix d’avis que la hipotesi d’anell purament
ohmic omet un ingredient fonamental.

2. El primer refinament: el model R-L estacionari

En afegir I’autoinductancia apareix un desfasament inevitable entre la f.e.m. induida i la
corrent I(t). Aquest desfasament trenca la simetria temporal IB — —IB, i el producte
I(t)B(t) conté ara una component continua capag de generar una (F) > 0. L’«anell de
Thomson» surt projectat perqueé la forca electromagnética mitjana veng el pes, fenomen que
ja podem quantificar amb (F) o< Lw?/(R? + L*w?).

3. El pas decisiu: el model dinamic amb L(z) i R(z)

La realitat, pero, és més subtil: quan ’anell es desplaca, modifica el flux que el travessa i, per
tant, la propia inductancia; simultaniament s’escalfa per pérdues I2R, cosa que fa créixer la
seva resisténcia efectiva. Incorporar aquestes dependéncies L=L(z) i R=R(z,T) condueix
a un sistema acoblat de tres equacions diferencials (dues mecaniques, una eléctrica) on cada
magnitud influeix constantment en les altres. El terme addicional I L'(x)4 que apareix a
Iequacié del circuit és la contrapart eléctrica de la forga —%I 2L/(z) que actua sobre I'anell;
tots dos exprimeixen la conservacié d’energia entre domini magnétic i mecanic.

4. Resultats i prediccions del model avangat
e Salt inicial : la velocitat de creixement de I en linstant d’encesa és maxima; si L'(0)
és prou negatiu, la forca impulsiva supera amb escreix mg i projecta I'anell.

o Levitacio quasiestable: 1'alcada d’equilibri zeq s’assoleix quan la component mitjana
de —%[ 2[/(x) iguala el pes; la fase entre camp i corrent, controlada per R/L i per la
freqiiéncia, governa l’estabilitat.

e Descens térmic: 'escalfament incrementa R, redueix [ i, en conseqiiéncia, fa minvar
la forca; I’anell baixa fins que el balan¢ es restableix a menor al¢ada.
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e Oscil-lacions lliures : el model prediu modes mecanics propis (10-30 Hz) excitats per
soroll eléctric o per canvis sobtats de tensio; la friccié viscosa i la pérdua per corrent
de Foucault les esmorteeixen en pocs segons.
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